m Exemple 2

™

INTEGRALE GENERALISEE 5
Calculer / xcosxdw
0

On pose les deux fonctions u,v € C*([0, Z]) telles que

. 1
:g Notation : Alors v'(x) =cosx w(z)=sinz

Pour a,b € R, dans ce cours, la notation |a,b| désignera un intervalle d’extrémi-
tés a,b qui peut étre soit ouvert, soit fermé, soit semi ouvert selon les besoins. (On z '3 o 3, - "z
: .
ourra remarquer que dans cette notation, b peut étre strictement plus petit que a. / reoszdr = / uv = =[w]y® — / A / sinz dz
p 1 q 0P p p q 0 0 I\IZ: —— 0 2 Jo

Par exemple, Uintervalle |3, —oo| a un sens.)
Or -

/‘ sinzdz = [—cosz]§ =1
] Exemple b2 Ainsi o
La notation |3, 2| pourra désigner [2, 3], [2, 3[, ]2, 3[ ou encore |2, 3] suivant les besoins. AL /
X COST (l.'lf =
0

La notation |2, 3[ désignera [2, 3] ou ]2, 3[ suivant les besoins.

ol

SIE

b
I-2 Changement de variable sur une intégrale / f
a

1  Rappels de notations, vocabulaire et d'intégra-
O

tion sur un intervalle [a, b]

Rappel de notation : pour désigner l'intégrale d’une fonction continue f sur un intervalle b
I contenant a et b, (avec non nécessairement a < b) on peut écrire : Point de départ dans cette section : une intégrale / f(®)dt que l’on souhaite simplifier.
a

/abf@)dt, /:f

I.2-a) Intégration par substitution et changement de variable = = ¢(¢)

Théoréme dit d’intégration par substitution / changement de variable

I'.l Intégration par partie sur un segment Soient a,b € R, I un intervalle f et ¢ deux fonctions telles que :
m goy:a, b 2 TR soit bien définie
m g: I — R soit continue
Théoréme Intégration par partie w ¢ [a,b] = I soit cl
Soit u,v deux fonctions C* sur un intervalle fermé [a,b], alors alors on a
b »(b)
b Lo | ae®) @y dt= [~ gla)ds
/ w'v = [uv]) —/ uv’ a S——~— ¢(a)
- @ //f(t)//
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<} Remarque :

La plupart du temps, ce théoréme est fait pour étre utilisé dans ce sens la :

b ©(b)
/ 9o (D) (1) dt = / g()de
a S———— ©

, ()
l/j (t)//

arrivée

départ

Méthode 1 : Calcul par identification directe des intervenants dans la formule

C’est la méthode la moins courante, mais ’application la plus directe de la formule

de substitution :
Etant donné ¢ (qui est généralement donnée dans I’énoncé), on repére dans 1’in-

tégrale fab f les fonctions ¢ et g en les mettant en valeur chacune de leur c6té pour

b b
trouver g telle quc/ f(t)dt :/ glo(t)¢' (t) dt.

m Exemple 3

1
t

dt avec le chang. de variable o(t) = —1

2
Calculons / ¢
t2

1

Soit 1 .
p(t) = — et g:xeR—e" >0.

de cette maniére, f = g o ¢ est bien définie.

. 1 a1 . .
Le changement de variable ¢ est C~([1,2]), tandis que g est continue.

) t 1(=a 2 (=t
On constate également que - (=a) 1( ) ‘
20 1) | -L=H]
La formule de substitution donne alors
2 + 3 1 1 —% 1 1 1 1
e 2 1 2 11— i 1 1
/ —dt | = / et — | dt= / dr=["]_Z=e2—¢ =2 (( 2 — l>
J1 t= J1 ~~ t= J 1 e

g(e(t)) "
P0)

Explications générales . Observons le principe de substitution sur la formule :

</ab o ) /abQW(f))so’(t) dt = /a " g(w) du

De gauche a droite :
o g(p(t)) se transforme en g(u) :
b B
/ gle(t)e'(t)dt = / 9(z) dz
a U

D’ou le fait qu’on rencontre souvent la notation

z = (1)

o 7Y/ (t) dt” se transforme en” dx” :

b 3
/ NEOOL / ola) de
¢ — o

qui s’écrirait comme une “forme différentielle” (notion détaillée HP)

dr = ¢'(t) dt

Commentaires :
L’explication précédente prend son sens de la maniére suivante :

e Pour le premier item précédente, : on integre g(p(t)) entre a et b, ce qui signifie
qu’on intégre g entre "p(a)” =« et "p(b) =

o Le deuzieme item dx = ' (t) dt se traduirait comme “la dérivée de x par-rapport
atest ' (t)” ce qui, en PC, s’écrit également
dx ,
Jatad t
i

En pratique, “en maths”, la théorie (qui n’est pas & votre programme) sur ces
notations permet de considérer tout ceci comme des calculs avec 3 quantités
"différentes" qui sont "dx, ¢’ (t) et dt". que U'on peut multiplier ou diviser
notre guise, avec les significations suivantes :

dx“ = infime variation de x”, dt“ = infime variation de t”
ainst que par conséquent :

dr _ infime variation de p(t)

=¢'(t) (cf définition de la dérivée)

dat infime variation de t

Ceci peut donc donner lieu & une rédaction du type suivant :
— Intégrale généralisée —



Dans cette partie, on suppose que

m Exemple 4

2 _1
e .
Re-calculons / n dt avec le chang. de variable x = —%
1
Soit 1 ) 1
z= -~ qui est C*([1,2]), avec dz = el dt
) t| 1 2
On constate également que —— T
2
On reconnait alors o 1 1 |
- t 2
/ —dt = / e’ —dt
Ji ) t2
' g(z) N

ol g = exp continue sur R. Ainsi, par formule de substitution,

5 1 .
e 2 . 1

/ ‘ ,)/ dt = / efder=...= = <@é _ '1>

Ji J—1 e

Changement de variable (le vrai!) avec changement de variable

1.2-b)
t =(x)

¢’ ne s’annule pas, | ce qui signifie en réalité que ©

est strictement monotone. En notant 1 = =, on obtient alors

pa

r=9(t) < t=19()

Remarque :

Si ¢’ ne s’annule pas sur Uintervalle [a, b], on peut alors écrire :

de¢ 1
dr ou —

dt = =
de ¢'(t)

@' (t)

Ce qui est cohérent avec la notation “dérivée de ¢ par rapport & z” qui serait :

dt

i P'(x) ou dt =4 (z)dw

car par formule de dérivabilité de I'inverse :

wl(t) = (p71)(z) = ¥(x). ot on rappelle
au passage que ¢ est C! ssi 1) est CL.

Remarque :

Dans le cas ou ¢ (ou ) est bijective, le théoréme de substitution peut s’écrire d’une
maniére qui semble moins abordable, mais qui pourtant est nettement plus pratique
d’utilisation car on n’a pas a “deviner” le g et que les vérifications se font directement
sur f et le changement de variable

Théoréme Changement de variable version “t = Y(x)”

Sotent a, B € R, I un intervalle, ainsi que f et ¢ deuz fonctions telles que :

m f:a,b] = R soit continue
m ¢ [a,b] = R soit C* et strictement monotone

alors on a

b Y1 (b)
/f®ﬁ=/ Fb@) (@) de
a Pp~1(a)

Méthode 2 : On exprime ¢ en fonction de x

Conrétement, dans les calculs, on peut poser
x = ¢(t) (ou directement ¢ = ¥ (x))
et, si ¢’ ne s’annule pas sur l'intervalle d’intégration :

dt = ¢’ (z) dz

Le remplacement peut donc étre fait directement dans la formule de I'intégrale.

m Exemple 5

-1
t

2
Re-calculons / € ° 4t avec le changement de variable x = —%.
1

12

1

Posons x = — ;

. . 1 .. e
qui est donc un changement de variable C* et bijectif avec

1
1

[\]

8|

sur les intervalles ‘

O [

% dx) :

[NIE
(S

2 -1 S : 1
/ : —dt = / "2 —dx = / e’dor =~ ((’, — l)
Ji ot J1 \/-1/;77— J1 e

et dt
t2

— Intégrale généralisée —
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I-3 Primitivation
[ |

Pour désigner une primitive de f de variable x € I, on peut écrire

xr xr
/ f, ou / f, ou souvent simplement / 1

et la primitive F' de f qui s’annule en ¢ € I est définie pour tout x € I par

ray= (1= s

Ainsi, pour calculer des primitives, toutes les formules des intégrales peuvent s’adapter,
notamment 'IPP et le changement de variable !

m Exemple 6

Calculer une primitive de x sinx sur R

On pose les deux fonctions u,v € C'(R) telles que

u(z) =x u'(z) =1
Alors v'(z) =sinz  v(x) = —cosz
/:1: sinzdz = / W = =uv— / u'v=—zcosz + / cosx dx
P P v P P
IPP

Ainsi

/ rsinzdxr = sinx — x cos r+

m Exemple 7

c s e = .
Calculons une primitive de —- sur |0, +-00[ avec le changement de variable u = -1,
x

La fonction demandée étant continue, une primitive existe.
(Ceci est une fonction sous la forme u'e". Elle est donc théoriquement facile a intégrer
mais on souhaite ici illustre le théoréme de changement de variable dans une primitive.)

1 . . 1 .. .r
Posons u = —< qui est donc un changement de variable C* et bijectif avec
1 dz 1
r=—— e —=—7>0
u du u
La formule de changement de variable donne alors (on remplace x par f% et dx par
L 3.,) -
g du) :
.1 . ; .
€ = P u, 2 1 o wq ou =L
—dr= [ e'u —du= [ e'du=e" =€ =
i €T J =~ u* .
1N~
e @ dz

1m  Convergence d'une intégrale (impropre ou) gé-
néralisée

Rappel de vocabulaire avant de commencer :

# Définition
On rappelle qu'une fonction f est dite continue sur un intervalle ]a,b] si elle est
continue sur Ja, b[ et si lli)r_nf = f(b).

Pour la deuxiéme condition, on dit souvent que [ est continue en b~ .

Le méme type de vocabulaire est évidemment valable sur des intervalles de type [a, b]
ou f serait alors continue en a™.

m Exemple 8

0 it<0
Soit f:tr—q S? <" Alors f est continue sur | — oo, 0] et [0 = o]
et sit>0

CONFUSION
Dans lexemple précédent, f n’est pas continue sur | — 00,0 U [0 4+ oo[. En effet,
g ] — 00,0[ U [0+ co[= R et f n’est pas continue sur R car non continue en 0.

11-1  Déf. d'une intégrale généralisée sur un intervalle semi-
[} ouvert

# Définition
Soit f : [a; b]— R continue sur [a,b], ot a € R et b € RU {+00}.

b
. Si lini f existe et est finie, alors on dit que / f converge (en ), (ou qu’elle
T a

a
z<b b T

f = lim f

b x<b
. Sinon, on dit que l'intégrale / f diverge (en b), (ou qu’elle est divergente)
a

est convergente) et dans ce cas, on note

f Remarque : N

b
‘ Dans le cas ou lin%) f = oo, il peut arriver que ’on note / f=o0.
T
a

z<b 7O

— Intégrale généralisée —



m Exemples :

oo oo 1 f Remarque :
9 m  Montrons que te™" dt est convergente et te U dt == : . .y , . -
0 0 2 Dans toute la suite, les propriétés ne concernant qu’un seul point critique seront

La fonction f : ¢ € [0; 400 te™ " est continue, donc le seul probléme est en +oc.

b
énoncées dans le cas des intégrales du type / fiontacR, beRet f:[ab— R

- . R 1 ) est continue. Les cas oit @ € R et b € R se démontreront de la méme maniére par
Soit # € R, z > 0. On a / te”" dt = { ‘2 } =3 <l —e " ) symétrie du raisonnement ou s’en déduisent par changement de variables.
J0
x (
L. . 42 1
Ainsi, ln}rl / te”" dt = 3
Y oo oo # Définition )
On en déduit que /O te”" di est convergente ct /0 fe - di= 2° ‘ On appelle nature d’'une intégrale / f son caractére convergent ou divergent.
*'FOO 1 ’ a
10 = Montrons que / n dt est divergente :
1
S 1 . . f Remarque :
La fonction f : ¢t € [1;+oo[— = est continue. Il y a donc un probléme en +oco. Soit q o L . . .
€ [1; +oo[. O t "Donner la nature d’une intégrale” signifie « dire si elle est convergente ou diver-
x :+ool. On a R . . . ..
i gente ». De la méme facon, dire que deux intégrales sont de "méme nature” singifie
/ n dt = [Int]] =lnz —— 400 qu’elles sont soit toutes deux convergentes, soit toutes deux divergentes.
1 z—0

) *+o00 1 ) oo q
On en déduit que / n dt est divergente. On peut noter de plus que / n dt = +o0
7 ' 7 ' Théoréme (Relation de Chasles)

Soient I C R un intervalle de borne supérieure b € R. Si f : I — R est continue,

Définition alors, pour tout a,c € I,
b b
. Si lim / f existe et est finie, alors on dit que / f converge (en a) et dans
xr

Soit f :]a;b] — R continue, ot a € RU {—o0} et b € R. b b
/ foet / [ ont la méme nature.
T—=a,x>a “ ¢

ce cas, on a b b @ et de plus, en cas de convergence, la relation de Chasles généralisée est vérifiée :
/ f= lim / f
a xr

/abf=/acf+/cbf

r—a,r>a

b
. Sinon, on dit que l'intégrale / f est divergente.
a

f Remarque :

m Exemple 11 : Cette prorpiété permettra de décomposer I’étude d’une intégrale sur des morceaux
1 1 plus pratiques ou éventuellement déja étudiés.
Montrons que / " dt est divergente.
0

m Exemple 12

La fonction f : ¢t €]0; 1] — n est continue. Il y a donc un probléme en 0. Soit = €]0;1].

Feo _— . —¢2 .
On a 1 On a vu que te”" dt converge. Comme la fonction ¢ +— te est continue sur
/ B dt = [In T]f =—lnx — 400 0 +o0 )
A Tr—r . —
. l ] R, on en déduit que / te”"" dt converge pour tout a € R.
o | ) 1 a
On en déduit que n dt est divergente. On peut noter de plus que n dt = +o0
JO g JO Y

5 — Intégrale généralisée —



CONFUSION

Les intégrales ont peut étre méme nature mais attention, elles n’ont pas nécessaire-
ment méme valeur. Par exemple :

—+o0 _t2 e 1
/0 dt = -%/ e dt (= o)

H-2 Intégrales faussement impropres

Propriété

En linfini, il ne suffit donc pas de vérifier la convergence !

11-3  Définition d'une intégrale généralisée sur un intervalle
[ ouvert

Si

m f est continue sur [a,b[ou| a,b € R |(c’est-a-dire que P'intervalle est borné)

= et que f est prolongeable par continuité en b,

alors b

(] f est convergente

a

b b
n et/ f:/ f ou f est la prolongée de f en b

# Définition ,
Soit f :]a;b[— R continue, ot a € RU{—o0} et b € RU{+00}. On dit que / fest

c b
convergente, s’il existe ¢ €]a;b| tel que / f converge en a et / f converge en b.
a (o]

b c b
Dans ce cas, / = / f —|—/ f. Sinon, on dit qu’elle diverge.

¢ Définition >
Si f est continue sur [a, b[ et prolongeable en b par continuité, on dit que f est

a
Jaussement impropre en b (ou faussement impropre s’il n’y a pas de doute possible.)

[ Exemple 13

Lsint Leost—1 .
—— dt de méme que —z dt sont toutes deux faussement impropres :
0

sint

4 N ; cost —
i est prolongeable par continuité en 0 par 1 et t —

t— est prolongeable

N 1
par continuité en 0 par ——

BIEN VERIFIER QUE LA BORNE EST UN NOMBRE FINI
2 Une intégrale ne peut étre faussement impropre en l'infini.

m Exemple 14

teoq 1
/ zdt diverge, alors que lim - =0.
1

t—+oo t

4] Remarque :

Si on veut démontrer la divergence, il faut ici montrer que pour tout ¢ €|a;b|,

I’une au moins des intégrales / fou / f diverge, ce qui n’est pas trés pratique.

Nous verrons donc ici un exemple du cas de convergence et verrons ensuite comment
simplifier la considération de la divergence.

m Exemple 15
+o0 5
/ te”'" dt converge :
—00

2 . N
La fonction ¢ + te™ " est continue sur R. (On a donc un probléme en +co et —oo : cas
de lintervalle ouvert)
00
*  On a déja vu que /

J0

2 oo 2 1
te” " dt converge (avec / te " dt = E)
Jo
0

2
SR —t2 R . . '
*  Etudions / te”" dt : De la méme fagcon que pour la premiére, Vx < 0, on a

J —oo

) -z —t27" :
2 2 e 1 2
te U dt = — te Udt=—|-"—| === ('l —e )
'/U € [¢ '/U € C |: 2 :|0 2 e

0 ) -0 )

- 2 1 t2

Ainsi, lim te”" dt = —= et donc te” " dt converge avec
T —00 Jx 2 J —0o

-0 5
/ te”" dt = —
—o00

00 5
. —t2
En conclusion, / te " dt converge avec de plus
J — 00

oo 5 oo 9 0
/ te”" dt = / te” " dt + / fffl dt = é é =0
J —oo J 0 J —oo

— Intégrale généralisée —




Propriété ¢ Définition
Soit f :]a; c[U]e, b[— R continue, ot a € RU{—oc},c€ Retb € RU{—i—oo} a<c<b.
b

Soit f :]a; b[—> R continue, ot a € RU {—00} et b € RU {+o0}

On dit t t t t
[ Sl/ f est convergente, alors, pour tout ¢ €]a; b[, on a/ f converge en e que/ f est convergente, Sl/ J converge en a et c e Sl/ f converge en

aet/ f converge en b. Deplus/ /f+/ f

b et c. Sinon, on dit qu’elle diverge.

m Exemple 17
m S'il existe ¢ €]a;b] tel que / f diverge en a ou / f diverge en b, alors g P
b ¢ c / 5} dt diverge :
/ f diverge. —1
a 1
La fonction t — el est continue sur [—1,0] et |0, 1]. Or, par calcul direct de primitive,
m Exemple 16 : T T
P oo | on trouve que / e dt diverge. Cela suffit pour affirmer que / e dt diverge.
. o Y J—1t"
Montrons que / o) dt diverge :
0 .
& Notation :
1 . P . . . e
La fonction f : ¢+ — est continue sur ]0; +o0[. Elle admet donc un probléme en 0 et Dans la suite du cours, I désignera un intervalle ou une réunion d’intervalles ouverts,
en +o00. (cas de l'intervalle ouvert) 1 fermés, ou semi-ouverts, qu’ils soient bornés ou non. Dans ce cas, /f désignera / f
- ] I
* Etude du probléme en 0 : étudions par exemple / 2 dt : ola=min/l et b = maxI.
Jo T
1 1! 1
On pose z €]0; +o0. / —dt = {77} =—-14+- —— 400
1 . X/ . T 20t f Remarque :
| Tl - . R T N
Ainsi / — dt diverge et donc / 2 dt diverge. Cette notation ne pourra étre utilisée que dans le cas ol I'ordre des bornes n’a pas
0 0 ,

3
d’importance. Par exemple, pour I = [0, 3], /f = / f n’est a priori pas égale a
IL N’Y A PAS DE FORME INDETERMINEE DANS LA RELATION DE CHASLES I 0
§ La propriété dit bien qu’il suffit que 'une des deux partie diverge pour avoir la di- / f.

vergence. Cela signifie en particulier que si les deux parties divergent, ce n’est pas
une forme indéterminée...

111 Manipulation des intégrales impropres

11-4 Définition d'une intégrale généralisée sur une réunion
m  d'intervalles ouverts

II-1 | jnéarite
[ |

& ERREUR CLASSIQUE :
1

Considérons / — dz. Il y a une erreur dans le calcul ci-dessous : Théoréme de linéarité de Uintégrale
1
1 1 . . )
1 1 : .
/ L = {_} — 2<0 incohérent avec le fait que — > 0 Soient f,g: I — R deux fonctions continues sur I et A € R
-17T ]| —n % f et /g sont convergentes, alors /(f + Ag) est convergente et dans ce cas
I
L’erreur vient du fait que 'on a oublié de vérifier la continuité de la fonction sur (F+rg)= [ f+A
[—1,1]. On observe en effet que  — 25 n’est pas continue en 0. Dans ce cas, il faut J I g

découper 'intégrale suivant le principe de la définition ci-dessous.

7 — Intégrale généralisée —



SI...ALORS. ..
La réciproque est fausse : il suffit de prendre n’importe quelle fonction f telle que

f est divergente. Par ex,

7 +oo +oo
1+(—1)dt:/ 0dt =0
0

0
mais +oo +oo
/ 1dt+ / (—1)dt est une forme indéterminée
0 0
Im1-2 |pp
|

Théoréme (Ipp d’une intégrale impropre)

Soient u,v deuz fonctions de classe C' sur Uintervalle |a,b] (a < b) telles que

lim w(z)v(x) et lim w(z)v(x) exzistent et sont finies
z—ra™t T—b—

b b
On a alors : / u'v est de méme nature que / uv’
a a

b b b
/ u'v = [uv]a—/ uv’
a a
ot [uv]z est défini par

[u()o(t)]” = lim u(@)v(z) — lim_u(z)v(z).

T—b— r—at

s’il y a convergence, on a

4] Remarque :

Si u et v sont continues en a ou b (par exemple en a) on sait que lim+ existe. Il est
r—a
donc inutile de vérifier les deux limites et on a

[u(t)o(t)]” = lim w(z)v(z) - u(a)v(a).

r—b—

m Exemple 18

+oo
Convergence et valeur de / te ' dt par IPP :
0

Posons les fonctions u, v € C*([0; +o0[) telles que :
u(t) =t V(t)=e"
. w(t)=1 wv(t)=—e"
e [Ftape 1 :On a ®) ®)
li )= 1 — "=0
vrﬁu}:ﬁu(?)? (x) JHm  —ze

" } [e’e)
Les intégrales /
Jo

oo
—t —t R
te” " dt et — / e " dt ont donc méme nature.
0

oo
5 s NP —t ) . .
(] Et(l,p(’, 2:L lllt(‘gl'ill(‘, / e (lf est (i()llV(‘l'g()llt(‘ vers 1 ((‘X(‘l’(’,l(’,(‘,), alnsi, on a lél
0

Foo
I i —t
convergence do/ te " dt
Jo

400

e FEtape 3 : La valeur de / te " dt est finalement donnée par la formule
Jo

* 100 too 400
/ te b dt = [7[64]0‘ + / e tdt=0+1=
JO J 0

& OUBLI RECURRENT

Enoncé a appliquer avec attention et en plusieurs étapes. Il est nécessaire de vérifier

la convergence vers un réel de lim wu(x)v(z). En Pabsence de cette vérification,
rz—b,x<b

deux problémes peuvent se présenter :

1. La formule peut devenir une forme indéterminée. (cf ex11)

2. Les intégrales peuvent ne pas étre de méme nature. (cf ex12)

m Exemple 19

+oo
On souhaite déterminer la nature de / tInt dt en passant par I'IPP suivante :
1

ol u, v sont deux fonctions C' sur [1;+o0].

On a
2
lim wu(t)v(t) = lim Bl Int = 400

t—+oo t—+o0

400 oo 42 1 oo
[T wowwa= [T S ta= [T b= 1o

Cette derniére intégrale étant divergente.

et

L’expression "de droite" dans 'intégration par partie est donc une forme indéterminée...
On ne peut rien dire sur la convergence avec cette méthode!

— Intégrale généralisée —



m Exemple 20

—+o0
Considérons / tdt et effectuons 'IPP suivante :
0

ut)=1 J'(t)=0
V)=t ot)=4

u,v € C*([0; +o0[). De plus :

i (2)v(z) = i L= S
1‘~1>I<§1>1’>6 U(I>7(I) L*1>1‘~I’IX : +X

I oo 0o +oo oo
/ w' = / tdt et / u'v = / 0dt
Jo Jo Jo Jo

Si on ne tient pas compte de la divergence de limg—s 4o u(2z)v(z), on annonce a tort que

oo 00
/ tdt a la méme nature que / 0dt, qui est trivialement convergente. Cherchez
Jo Jo
Perreur...

Mais quelle solution ¢ 2 On passe plutot a ’IPP sur un segment "classique”. . .

m Exemple 21

Soit & > 0. en passant par I'IPP suivante :

T T T,Q x T TQ l
/I tintdt = /l o (t)v(t) dt = {5111 I}l — /I 5;(1//

Il faut maintenant passer a la limite :

2 2 2

€T C 1 €T 1

I*hl-’L‘*LJr* = . 2lnz—1)+- — 400

2 4 4 4 ——2 4 2540
\/’+x — o 400

L’intégrale est divergente.

H=-3 Changement de variable

II1.3-a) Le théoréme et son application

Théoreme Changement de variable dans une intégrale impropre

Soient o, B € R, I un intervalle, ainsi que f et ¥ deux fonctions telles que :
m f:[a,b] = R soit continue

m 1 :[a,b] = R soit C! et strictement monotone

b B
Alors / f@)dt et / f(b(x))Y' (z) de sont de méme nature, avec, en cas de

a
convergence,

b B8
/ F(t)dt = / FW @)W () de

ot « et B sont définis par
a:= lim ¢ '(z) ; B:= lim ¢ '(z)

z—at rz—b—

4 Remarque :

Avant de passer auxd exemples, notons que I’énoncé peut étre donné sous deux formes
différentes :

"Montrer que 'intégrale [...] converge."
ou un peu plus poussée :

"Montrer que l'intégrale [...] converge et calculer sa valeur."
Le théoréme de changement de variable peut s’utiliser pour 'une ou pour l'autre
de ces questions, alors profitons-en pour voir sur les exemples suivants comment
peut se rédiger la réponse dans ces deux types d’énoncés. (1°7 exemple avec la seule
convergence et 28 exemple avec également la valeur de l'intégrale.)

m Exemple 22

sl

~ dt est une intégrale convergente grace au changement de

t2

+o0o e~
Montrons que /

1
variable x = —%.

On pose le changement de variable z = 7/1. Le changement de variable est C' tel que
dz 1
—=—52>0
dt 2

Il est donc strictement monotone, donc bijectif sur 'intervalle.
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I11.3-b) Cas des fonctions paires et impaires

On a de plus Proprlété
1 dt 1
t=—> et —=— "
X de 22 . = . . . .
| T Soit @ € R et f € C(] — a;al). Si f est paire ou impaire, la nature de f est la
x s’applique aux bornes par limites : K 1 0 0 ©
L —
méme que celle de f avec, en cas de convergence :
L’intégrale est donc de méme nature que —a
0 6,):1; 1 0 0 a
5 (=) dz= / e’ dw n = si f est paire
.[1 (%)2 <5’/‘2> Jo1 > 7af 0 fsif P
g(z)
0 a
on obtient une fonction g qui est continue sur R (et donc sur [0, 1]). L’intégrale est [ / 7= —/ f si f est impaire.
donc bien convergente, ainsi que par équivalence, l'intégrale de départ. —a 0
Corollaire

m Exemple 23

|

Soita € R et f € C(] — a;a]) paire ou impaire.
dt converge et vaut 1 par changement de variable x = % a a

2 .
t Alors f converge ssi / f converge. De plus, en cas de convergence
0

—a

+00 e
Montrons que /
0

On pose le changement de variable x = % Le changement de variable est C' tel que

a
m Si f est impaire, f@)dt=0
—a

dx 1
== <
dt 12 =0 a a
11 est donc strictement monotone, donc bijectif sur I'intervalle. On a de plus m Si f est paire, » ft)dt = 2/0 f()dt
1 dt 1
t=—— et | = —
x de 2 . . ,
III-4  Bijlan des principaux résultats
o oo t] 0 [4oo] [ |
z s’applique aux bornes par limites :
‘ u | +oo 0 ‘

Sous réserve de convergence de I'une des deux intégrales, par formule de changement de

Soit f continue sur une réunion d’intervalles I ou sur un intervalle [a, b. b €]a, +00]. A € R.
variable, on a

00 1 ~(0 x g oo ~
/*X €t /“ e <i> do — /*”o o7 dy AcTION | HYPOTHESES CONCLUSION
Jo t? J 400 (%)2 z? Jo c b
on obtient une fonction g qui est continue sur R (et donc sur [0,1]). L’intégrale est Chasles 1 /a f est convergente /a f converge
donc bien convergente, ainsi que par équivalence, l'intégrale de départ. b b . b
De phli%.., ()%1 a déja v1/1 que l'intégrale obtenue est (:o/nverg(‘/nt(‘,, ainsi do1+1(3:é pin; équiva- f est convergente ot f= f+ f
lence, I'intégrale de départ. De plus, par calcul, on a également vu que fo e "dr=1, ¢ @ @ c

ce qui donne bien le résultat souhaité.

b c
/ f converge / f est convergente
a a

b
Chasles 2 | ¢ € [a, b] / f est convergente
c

et/abf=/acf+/cbf
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b
Faussement | b est fini / f converge.
a
impropre 1iin f existe
Linéarité /f converge /(f + Ag) = /f + )\/g
I I I I
/g converge
I
b
IPP 1 u,v de classe C! / u'v est de méme nature que
a
b
lim u(x)v(zx) est finie / uv’
r—b— a
b
IPP2 u,v de classe C! / uv' converge
a
b b
lim u(x)v(zx) est finie / u'v = [uv] —/ uv’
r—b— a a
b
/ u'v converge
a
b u(b)
Changement | g continue sur ]a, b / g(u(t))u(t) dt et / g(u) du
a u

de variable

u € C'(Ja,b]) et u' strictement
monotone

(a)

sont de méme nature

Changement

de variable

(suite)

g continue sur |a, b|

u € C'(Ja,b]) et u' strictement
monotone

En cas de convergence

11

v Fonctions positives et convergence absolue

Théoréme de positivité

/ f converge

>0 sur [a,b],

alors

Soient a,b € R et f: [a,b[— R tels que

a<b (bornes croissantes)

f est continue sur [a, b,

ORDRE DES BORNES

L’hypothése de bornes croissantes est importante En effet, si a > b et que f est

continue positive sur [b, a[ avec convergence de / f,ona

Corollaire "Comparaison d’intégrales”

f < g sura,b],
alors

[1=-[ 10

Soient a,b € R et f,g: [a,b]— R tels que

a<b  (bornes croissantes)

f,g sont continues et d’intégrales convergentes sur [a, b,
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Théoréeme de positivité ... la suite Théoréeme de convergence absolue

Pour a < b, soit f : [a,b]— R une fonction telle que On se donne f : [a;b[— R continue sur [a,b] (ot a <b).
m [ est continue sur [a,b],

b
m [ est de signe constant sur [a,b], /a f converge

alors f est nulle sur [a; b[.

b
< / ()] dt

f Remarque : ? Exercice 2
Ici aussi, la deuxiéme hypothése est capitale. Il existe des fonctions non nulles . 1es b
d’intégrale nulle. (les aires au dessous et au dessus de I’axe des abscisses se com- Pour a € R*, b >0, montrer que / cos(at)e bt dt = 5 (avec IPP)
pensent). 0 a

L
Dans la suite, on se donne a € R,b € RU {+00}, a<b

Théoréme sur les fonctions équivalentes
Proposition

On se donne f,g : [a,b]— R continues sur [a, b| telles que
On se donne f : [a; b[— R continue positive sur [a,b[. Alors

f~bg

b ]
/ f converge & F:z € [a;b[— / f est majorée. avec l'une des deux fonctions de signe constant au voisinage de b. Alors
a a

Théoréme

b b
/ [ est de méme nature que / g
a a

On se donne f, g : [a;b]— R continues positives sur [a,b[ telles que

m Exemple 24
—+oo
0< f(x) <g(= Vz € |a;b et
< f(2) < g(2) ;B Montrons que e~ t7¢  dt converge :
b b b b 0
Alors t)ydt cv = cvet 0< < t)dt -
a 9t) o / = o < o 9(®) t et " est continue sur [0, +o0[. Par continuité de la fonction exponentielle,
b b et et ., )
; i . =e ¢ ——e =1
/ f divergente = / g(t) dt divergente p € PR
a a
on a donc
t—et t
¢ ~ €
o0
00
. Or, l'intégrale e " dt converge (déja fait précédemment !), donc, par équivalence,
9 Exercice 1 g /U ge (dé¢j I ) par éq :
oo L

[ +00 host _ 1 / e "7°  dt converge.
Montrer que / — dt est convergente. J0

1

L
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& CONFUSION Théoréme

Ceci ne signifie en aucun cas que les intégrales sont ensuite égales (ou
"équivalentes" !)

n!

Ant

+oo —+oo
Soit n € N. / t"e M dt cv ssi A > 0. Dans ce cas, / the M dt =
0 0

m Exemple 25

On pose f(t) = 1. On a
1
foo 12

ft)

Or, pour tout « > 1, on a calcul laissé au lecteur) Théoreme

r 3 1 1 1 1 +oo 5
/lf:§—;—ﬁ7 et /1t7dt: —; / e_%dtzm

— 00

On voit bien que si x — oo, on a

/ Ftydt ~ S et / Lt~
1 2 1t Par parité de la fonction on obtient également :

! “1 Corollaire
/1f(t)dt7é/1 i

et de plus too
hoe
0

+oo +oo 1 2 E
[t [ g 5
1 1

? Exercice 3

v Exemples fondamentaux

[ too

Montrer que / e~ U272 4t converge et déterminer sa valeur.
— 00

(On pensera a se rapprocher, par un changement de variable opportun, d’une intégrale

u2
de type ozfj;o e~z du. On trouve @)

Théoréeme

+oo +o0 1
/ e M dt cv en +oo ssi A > 0. Dans ce cas, on a / e Mdt = X
Jo 0
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